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Extensi 6 de Hopf-Galois

Definici 6: Sigui K /k una extensio finita de cossos.

Diem que K /k és una extensio de Hopf-Galois si existeixen:

e un algebra de Hopf H sobre k de dimensio finita i
e una accio de Hopf sobre K,
p:H—End(K) (6pu:H®K — K)

tal que I'aplicacio (1, ) : K ®; H — End(K) és un isomorfisme.

En aquest cas, diem que K /k és una extensio Hopf-Galois mitjangant H 6 una extensio H-Galois.
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Exemple 1. Extensions de Galois

Si K /k és una extensio de Galois amb grup (&, és també una extensio de Hopf-Galois:
e Unaalgebrade Hopfés H = k[G] ={}_ ;a4 9,aq4 € k}.

e Una acci6 de Hopf sobre K és,

induida per 'isomorfisme G =~ Aut(K|k).

Observaci 6:
Aquesta és una estructura de Hopf-Galois per a I'extensio galoisiana K /k, pero pot no ser Unica.
En particular, si G és un grup no abelia, hi ha, almenys dues estructures de Hopf-Galois per a K /k.
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Exemple 2: Lextensi 6 Q(+v/2)|Q

Considerem I'extensio Q(«)|Q, amb av = /2. Es una extensié de Hopf-Galois:

e Una algebra de Hopfés H = H = QJc, s]/(35°> +c* — 1,(2¢+ 1)s, (2¢+ 1)(c — 1)) on
ci s son dos endomorfismes de I'espai vectorial Q(«)|Q definits per

c(l)=1, cla)=—=a, c(a?)= —5042
1 1
s(1) =0, s(a)= e s(a?) = —5042

Observem que si z € Q(«), aleshores z € Q < ¢(x) =z is(x) =0.

A més ci s estan relacionats amb I'estructura d’anell de Q(«) per

c(zy) = c(x) - c(y) — 3 - s(x) - s(y),
s(zy) = c(@) - s(y) + s(x) - c(y) @ TYE Q)

e Una acci6 de Hopf sobre K és, i : H — Endg(Q(«)) ve donada per

c(l)=1, cla)= —%a, c(a?) = —%aQ

s(1) =0, s(a)= %a, s(a?) = —%oz2
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Exemple 3: Lextensi 6 @(\4/5)\@

Considerem I'extensi6 K = Q(a/)|Q, con o = v/2. Es una extensio de Hopf-Galois:

€—|—6_1 e—e_l

e Una algebra de Hopf és H = ) o
1

on e és un generador de N ~ (}y, el

grup de Galois de I'extensio K (7)|Q(7)

e Una acci6 de Hopf sobre K és, i : H — Endg(Q(«)) ve donada per

e(1) =1, e(a) =ia, e(a®)=—-a>, e(a’)=—ia’.

Aquesta extensio és la més senzilla per la qual existeixen més d’'una estructura de Hopf-Galois.
L'algebra

H =Q [st,s—l—t,\/——2(t—s)}

per certs s, ¢ tals que s° = t2 =1, "group-like”
7 Y 7 - 4
és una altra algebra de Hopf que dona estructura de Hopf-Galois a Q( \/5) Q.
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Contraexemple

Sigui K = Q(c) amb [K : Q] = 5 de manera que Gal(K /Q) ~ S5

on K és la clausura galoisiana de K sobre Q.

Aleshores, K /Q no és Hopf-Galois.
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Algebres de Hopf: Aplicacions

Algebres de Hopf: Estructura d’algebra i coalgebra

- Primer exemple en 1941: Heinz Hopf (1894-1971) en Topologia algebraica.

- Finals dels 60's: Estudi des del punt de vista estrictament algebraic.

- Finals dels 80’s: Mecanica quantica i grups quantics (Alg. Hopf no commutatives i no
cocommutatives).

Apareixen en molts aspectes de les Matematiques:
Teoria de Galois

Teoria de Nombres (grups formals)

Teoria dels anells graduats

Geometria algebraica (esquemes de grups afins)

Teoria de Lie (I'algebra envolvent universal d’'un algebra de Lie és un algebra de Hopf)
Teoria d’operadors

Teoria de la representacio

Teoria de la distribucio

Combinatoria

Mecanica quantica
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Algebra sobre k&

k cos
Un algebra A sobre k és un anell amb unitat que és un k-e.v. amb el producte A x A — A bilineal.

e Per la prop.universal de &), aquest producte pot considerar-se com una aplicacio lineal
m:A® A — Aque denotem comm(a ® b) =a -bpera,b e A.

e Com 1,4 € A tenim, I’ aplicaci6 unitat que és lineal i injectivau : kK — A on
u(c) :=14 - c,Ve € k.

En particular 1 4 = u(1y).
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Algebra sobre k&
Definici 6: Un algebra sobre k és un triplet (A, m, ) on
A és un k-espai vectorial i
m: AR A— Aiu: k — A son aplicacions k-lineals t.q.

e Associativitat: m(m ® Id) =m(Id®m) : AQ AR A — A,

e Unitat: m(u® Id) =m(ld®u) =1Id: A — A,
és a dir, els diagrames seguents sbn commutatius:
AR A
ARA®A 8% A A “i?ﬂ \Qf“
razm | [ i k® A m ARk
AR A — A \ /
A

AR A ’ AR A

A és commutativa sim o T = m, i.e, si és commutatiu el diagrama \ /
m m

A

T:UQV VU, T(u®v):vQu,Yue U, veV)

|
1
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Coalgebra sobre £

"Dualitzant”(canviat de sentit les fletxes)

Definici 6: Una coalgebra sobre k és un triplet (C, A, €) on

C' és un k-espai vectorial i

A :C — C® C (coproducte) i e : C' — k (counitat) son aplicacions k-lineals t.q.

e Coassociativitat: (A ® Id)A = (IdRA)A:C - CRC®C,

e Counitat: (e®IdA =(IdRe)A=1d:C — C,

és a dir, els diagrames seguents sbn commutatius:

CeC
CeCceC 2L cgcC y ﬁ
Id@AT TA i E®C A CREL
C®C A C \ /
C
C
C' és cocommutativa si7o A = A, és adir, si és commutatiu el diagrama / x
CxC CC

] T ]
1 1
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(A, m,u) algebra amb (C, A, ¢) coalgebra amb
A un k-e.v. C' un k-e.v.
m:AQA—->A i u:k— Aapllineals | A:C —-C®C i ¢:C — k apli. lineals
t.0. communten t.0. communten
mRId ARId
ARARA —— AR A CRCRC +——— CC
Id®ml lm Id®AT TA
ARA — A cCC <T C
AR A CcCC
u% wu sy %s
KA m AR K KgC A CQk
A C
Commutativa Cocommutativa
AR A . A® A C
\ / / X
A CxC - C®C

| |
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Bialgebra sobre £

Definici 6: Una bialgebra sobre k és un quintet (A, m, u, A, €) tal que:
e (A, m,u) és un algebra,
e (A, A, ¢)ésunacoalgebrai

e els morfismes
A:A—->ARA i e: A—k

sbn morfismes d’algebres

(0, equivalentment, m : AQ A — Aiu: k — A son morfismes de coalgebres).

1
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Exemples

Coproducte Counitat
1. k éscoalgebra: A: k—kQEk e=1Idy: k—k
a— Ala) =a®1 a o

2. S £ (conjunt, V =< S >,= KS el k-e.v. amb base S,

A: KS—-KS®V e: KS—k

extesos per linealitat.
S SsX® s st— 1 P

V' és coalgebra

(Tot espais vectorial es pot dotar d’estructura de coalgebra)

3. V k-e.v. amb base {c¢,,|m € N}

A: VoVRV
, . m e: V =k . .
V' és coalgebra extesos per linealitat.
Cm E Ci Q Crm—i Cm — 00.m

i=0
(Coalgebra poténcia dividida)

| |
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Exemples

4. Lanell de polinomis k[x] té estructura:

e d'algebra m(z” ® ') = "
e decoalgebra  A(z") = z:(:f’)xz Rz e(x")=0si n>0 ¢(1)=1
i=0
extesos per linealitat.

(Coalgebra bilineal)

o debidlgebra  A(z")A(z™) = A(z™T™) e(z™)e(z™) = e(z™T™).

5. Le.v. de les matrius quadrades M, » (k) amb base (e;,j)1<s,j<n té estructura de coalgebra

A : Man(k)—)Mnxn(k)@)Mnxn(k) €. Mnxn(k) — k

eiaj = : : €i>p ® €p>j € j —> 5’1,]
1<p<n ’
extesos per linealitat. (Coalgebra de matrius)

Amb I'estructura usual d’algebra i aquesta de coalgebra M, » , (k) no té estructura de bialgebra.
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Exemples

6. Lalgebra de I'exemple 2:
H =Qlc,5]/(35° +c® —1,(2¢+1)s,(2c+1)(c — 1)) on ¢, s € Endo(Q(v/2)) sén

c(l)y=1, c(a)= —5% c(a?) = —=a?

s(1) =0, s(a)= %a, s(a?) = —5042.

H té estructura de coalgebra

A: H—-H®H e: H—-Q
Id — Id Id— 1
c—HcR®c—35sQ s c— 1
s—HsR®c+c®s st+— 0

Té també estructura de bialgebra

| |
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Exemples

7. La bialgebra de grup:

G grup finit. Lalgebra de grup és k|G| = {Zag - g,aq € k}.

geG
e Producte: Sig, h € G, (Zag -g)(th - h) = Z agbp - gh.
geG heG g9,hEG

e Coalgebraamb A(g) =g® g, e(g) =1, Vg € G, extesos per linealitat

Es cocommutativa.

o ComA(gh) = A(g)A(h)ie(gh) =1=¢e(g)e(h),
= k[(] és una bialgebra.

| |
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Exemples

8. La bialgebra de funcions:
G grup finit. Considerem el conjunt de funcions O(G) = k¢ = {f : G — k}

e Estructura d’e.v. (amb la suma i el producte per escalars usuals) de dimensi6 |G| amb base
{eg, g € G} oneg(h) = dg.p.

e Producte: Sig,h € G, m(eg ® en) = d4,ne4. Estructura d’algebra

e Coalgebra amb coproducte

A(BQ) = Z €y X Bu—lg,

ueG

0, equivalentment

A:O0G) — OGxG)
f = A(f): GxG =k
(g,h) — f(gh)

i counitat e(f) = f(1la).
e Es una bialgebra.

Si G és no abelia, aquesta bialgebra és commutativa perd no cocommutativa.
Obs: Estructura d’algebra al conjunt O(S) = k° = {f : S — k } per qualsevol conjunt S.

1
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Notaci 6 Sigma o notaci 6 de Sweedler

Normalment denotem el producte
ab :=m(a®b).

Notaci6 de Sweedler del coproducte en la coalgebra (C, A, €):
A(c) = ch ®c2 6 Afc) = Zc(l) Rcpey cel

Amb aquesta notacio:
e Coassociativitat: >, c11 @ ci2 ®c2 =Y, c1 ® 21 Qa2 = >, 1 @ c2 R 3.

e Counitat: > e(c1)ca = > cie(c2) =c e C.

e Cocommutativa » c1 ®ca =Y ca®c; Veel.

|
1
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Morfismes d’ algebres i co algebres

(A,ma,ua)i(B,mp,up) dues k-algebres. f : A — B, k-lineal és morfisme d’ algebres si

{ fla,b) = f(a)f(b) (& f(ma(a®Db))=mgs(f(a)® f(b)))
f(1a) = 13, Va,b € A,

(C,Ac,ec)i(D,Ap,ep), k-coalgebres. g : C — D, k-lineal és morfisme d’co algebres si

{ Apog=(9®g)Ac (& Ap(g(c)) =2 9(c)1 ®g(c)2 = > g(c1) ® g(c2))
ECc = €D Og,

és a dir, si sbn commutatius els diagrames:

morfime d’algebres morfisme de coalgebra
Ao A 1% . BeB ¢ —— D
mAl lmB Acl J/AD
A — B CRC — D®D
f g®g
A 4 B C g D
K k

| |
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Morfismes d’ algebres i co algebres

Proposici 0:
H és k-e.v. amb estructura d’algebra (H, m, ) i de coalgebra (H, A, €). Aleshores

m i u son morfismes de coalgebres

0

A i € son morfismes d’algebres.

En aquest cas, (H, m,u, A, €) té estructura de bialgebra.

Definici 0:

H i L dues k-bialgebres.

Una aplicacio6 lineal f : H — L és un morfisme de bi algebres si és morfisme d’'algebres i morfisme
de coalgebres.

1
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Convoluci 6. Antipoda

Siguin (A, m, u) algebra, (C, A, ) coalgebra sobre k i
considerem Hom(C, A) = {f : C — A, lineals} que és k-e.v.
Definici 6: Definim a Hom(C', A) una multiplicaci6, anomenada convoluci 6: Si f, g € Hom(C, A)

fxg:=mo(f®g)oA:C — A.

c Y, 4

al [

CR(C — AR A
f®g

En la notacio de Sweedler: (f x g)(c) =Y f(c1)g(c2).
- La convolucio és associativa: ((f * g) xh)(c) = (f x (g *h))(c).

- Laplicacio ue € Hom(C', A) és I'element unitat: f xue = fiue * f = f.

Amb aquesta operaci6 de convoluci6, Hom(C, A) té estructura de k-algebra.

1
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Convoluci 6. Antipoda

Si tenim una bialgebra (A, m, u, A, ), End(A) = Hom(A, A) formen un algebra per convolucié.
Lelement unitat d’aquesta algebra és u €.

Observaci 06:

Laplicacio Id : A — A és un element de End(A), perd no és I'element unitat (composicio i
convoluci6 son operacions diferents).

Definici 6:  Sigui (A, m, u, A, ) una bialgebra.

Una aplicacio lineal S : A — A és diu antipoda de A si és la inversa de la identitat /d a End(A) per
la convolucio, és a dir si

Id«*S=m{Id® S) A=ue i SxIld=m(SRIdA =uce,

0, equivalentment, si

ch ® S(c2) = ZS(Cl) ®c2 =¢€(c)-1a, Vece A

L'antipoda, si existeix, és Unica.

| |
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Algebra de Hopf: Definicions i propietats

Un algebra de Hopf és una bialgebra que té antipoda.

Un morfisme d’algebres de Hopf és un morfisme de bialgebres.

Proposici 6: H1 i H> dues algebres de Hopf amb antipodes S i .So.
Si f : Hi — H> és un morfisme de bialgebres, aleshores S2 o f = f o S1:

Hl%HQ

Propietats:
;. ggz}):zls(b)s(a) T } = S és antimorfisme d’algebres.
3.2(S(a)) =e(a), VYa€H

4.A(S(a)) =3 S(az) ® S(a1), VaeH } = S és antimorfisme d'coalgebres.
: — 2 )

5.5 =808 =1Id< > S(a2)ar = (a) -1, Y a25(a1) = €(a) - 1, Va € A.
— H commutativa 6 cocommutativa, aleshores S? = Id.

| |
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Algebra de Hopf: Exemples

e Lalgebra de grup k[G] (amb G grup finit).
Lantipoda és  S(g) :=g ', Vg € G extesa per linealitat.

Les relacions IdxS =ue=Sx1Id son gg ' =1=¢g 'g,VgeqG.

e La bialgebra de funcions O(G).
Lantipoda és  S(f)(g) := f(g~ '), Vg € G,Vf € O(G).
Les relacions sén f(gg™ ") = f(1) = f(g”'g) en O(G).

e H = Q(s,c) de I'exemple 6 de bialgebres.

Lantipoda és l'aplicacio

S:H —H
Id — Id
= C
S = —S
! !
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Bialgebra dual. L' algebra de Hopf dual

Si V k-e.v. de dim. finita, V*=Hom(V,k)={f:V — k, aplicacions k-lineals} és I'espai dual.
Si f: V — W és una aplicacio lineal, I'aplicacio dual és f* : W* — V™ definida per
Ffw)v) =w(f(v), weW ,veV
Definici 6: Bi algebra dual Sigui (H, m, u, A, £) una k-bialgebra de dim. finita. Aleshores
e m' :=A":H*® H* — H* ésassociatva i u :=¢*: K — H* és unitat
= (H*,m',u") és l'algebra dual de la coalgebra (H, A, ¢).
o AN':=m*: H* - H* ® H* és coassociativa i &' :=u* : H* — k counitat

= (H*,A’,&") ésla coalgebra dual de l'algebra (H, m, u).

Ames, (H*,m',u', A’ ") és una bialgebra, la bialgebra dual de H.

Es pot veure que A*(f ® g)(c) = > f(c1)g(cz) = (f * g)(c¢) (producte de convolucio).
Proposici O:
H és un alg. de Hopf amb antipoda S = I'algebra dual H™ és un algebra de Hopf amb antipoda S™.

Per G finit, les algebres de Hopf| K [G]i O(G) son duals una de laltra |.

| |
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La coalgebra kS ilalgebra (kS)* ~ k°

Sigui S # () un conjunt. Posem < S >, = kS el k-e.v. amb base S,

A: kS —>kS®V

K S és coalgebra amb coproducte i counitat:
S S® S

extesos per linealitat.

L'algebra dual de kS és kS™ = Homg (kS, k) amb producte

A" (f®g)(s)=(f*g)(s) = f(s)g(s)

gue és el producte usual.
A més tenim l'isomorfisme d’algebres

(kS)* ~kS={f:S—k}
;= Jis

Proposici O:

E .

kS — k
s+— 1

Sigui S un conjunt. Si k° té estructura d’algebra de Hopf, aleshores .S té estructura de grup.

En particular, a partir del coproducte de kS es recupera el producte de G.

Per donar una idea de I'estructura parlem dels "grouplike”’elements.

Montserat Vela Gener 2012
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"Grouplike”elements

Definici 6: Sigui G una k-coalgebra.
Un element g € C és diu elements "grouplike™sig # 01 A(g) = g ® g.

Denotem per G(C') el conjunt d’elements "grouplike’de C.

G(C)={g€Clg#0,A(g) = g ® g}

Propietats:  Sig € G(G) aleshores £(g) = 1.
Els elements de G(C') son linealment independents.

Teorema:

1. Si H és un algebra de Hopf = G'(H) és un grup amb la multiplicaci6 induida per la de H.
Idea prova: (A és un morfisme d’algebres)

-1y :u(l) c G(H)

- Es tancat per la multiplicacio: x,y € G(H) = A(zy) =A(2)A(y) = (z @ 7)(yQ) =xyQxy
-Siz € G(H) el seuinvers és S(x) € G(H).
2. Si S conjunt i kS la coalgebra anterior, aleshores G(kS) = S.
Idea prova: O clara, per fer C:
-Sig € G(kS)delfet A(g) =gRg~g=as,a€ k,s€S.
-Com1 =1¢(g) =ae(s) =a,tenimg € S.

Montserat Vela
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Proposici 0:
Sigui S un conjunt. Si k° té estructura d’algebra de Hopf, aleshores S té estructura de grup.
En particular, a partir del coproducte de kS es recupera el producte de G.

Idea prova:
Si k° és algebra de Hopf aleshores G/(k°) = S grup.

Si G grup, a G = k© tenim el coproducte A : k¢ — k¢ ® k©.
L'algebra dual és (k©)* ~ k[G] amb producte m’ = A* : k[G] ® k[G] — k[G] i
mTG dona I'estructura de producte a G.

| |
1 1
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Acci 6 d’un grup en un conjunt

G grup i X conjunt,
(= opera (per I'esquerra) sobre X (o tenim una accio per I'esquerra de GG en X)) si es té una aplicacio
: X X - (h - — :
Ag G - satisfent 7 o) G)-s Vg,h € G, Vr e X.
(gvx) i—))\(g,x):g-x l-x2 ==
-Sig € G, lapl. \j:=XA(g9)=X = X, M\;(x)=g - x és permutaci6 de X amb inversa A\(g~').

- Un morfisme de grups o : G — Perm(X) indueix una accid de Gen X, g-x = o(g)(x).

accions de GG sobre X, és a dir morfismes de grups
estructures de X com a G — conjunts G — Perm(X) '

Una accio és:
Fidel si elements de G diferents operen sobre X de manera diferent,i.e. g- x = axVr € G & g = 1.
& si el morfisme G — Perm(X) és injectiu.

Transitiva si per a tot parell z,y € X, dg € G tal que g - x = y. < si hi ha una Unica orbita Gx = X.

Donada una accio G x X — X, l'aplicaci 6 canonica associada és la funcio

v: GxX — XxX
(g,) = (z,9- 7).

Se satisfa que
7y injectiva < I'accio és fidel ~ exhaustiva < I'accio és transitiva.
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Acci 6 d’'un algebra sobre un espai vectorial

(A, m,u) una K-algebra iV un k-espai vectorial.
Una accio (per I'esquerra) de A sobre V' és una aplicacio lineal

0: AQV —V
a®@v +—60a®v)=a-v

tal que, sifixata € A, posem 0, : V — V, satisfaVa,b € A
Oab :Qm(a,b) = 04 00 @Q(IdA@)Q) :Q(m@)fdv) CAQAQV -V
014 = 0y1) = Idv SO0(u®ldy)=1dy :V -V

Cada 60, és una aplicacio lineal de V' en V/, tenim un morfisme de k-algebres

A — EndK(V)
a +—0,.

| |
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Acci 6 d’'una bi algebra sobre un algebra. Acci 6 de Hopf

(H, m,u, A, €) una bialgebra i A un algebra sobre k.

Una acci 6 de Hopf (a I'esquerra) de H sobre A, és una accio de I'algebra (H, m, u) sobre I'espai

vectorial A

0: HRA — A amb Qm(hl,hg) = th O 9h2
h® a — h-a Qu(l):IdA

)

gue satisfa, a més,
0(h,ab) = S (hi - a)(hs - b)

O(h,14) =¢€(h)la

on A(h) = Zh’l R ha.
Si tenim una accio d’aquest tipus, H és un A-modul.

Si H = k|G| amb dues estructures diferents:
-SiA(g) =g®gie(g) =1 les regles anteriors son:

O(h,ab) = (h-a)(h-b), O(h,14) =14 = 0 € End(A), (morfisme d’algebres).
-SiA(g)=9g®@1+1®gic(g) =0, lesregles son

O(h,ab) = (h-a)b+a(h-b), O(h,14) =0 = 05 € End(A)és una derivacio de I'algebraA.

1
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Acci 6 de Hopf. Exemples

Exemple 1: Extensions de Galois
Si K /k és una extensio de Galois amb grup (&, és també una extensio de Hopf-Galois amb
Algebra de Hopf H = k[G] amb A(g) = g® gie(g) = 1iaccio

p:  K|G — Endg(K)
Zagg — Zaggp(g) induida per lisomorfisme G <~ Aut(K|k).

Com
1(9)(zy) = v(g)(zy) = ©(g)(x) ¢(9)(y)
p(g,1a) = o(g)(la) = 14

Exemple 2: Lextensio Q(+/2)|Q
H = Qlc,s]/(35° +c® —1,(2¢+ 1)s,(2¢+ 1)(c — 1)) amb
Alc)=c®c—3s®s elc)=1 S(c)=c
A(s) =s®c+c®s e(s)=0 S(s)=—s
iaccio u : H — Endg(Q(«)) donada per
1
2

c(l)=1,cla) = —%a,c(oﬁ) = —%oz s(1) =0, s(a) = 504,3(042) = ——a".

=> acci6d de Hopf

Les relacions d’anell de Q(«)

c(xy) =c(z) - c(y) —3-s(x)-s(y) s(zy) =c(z)-s(y)+s(x)-c(y), z,y € Q(a) sbn
exactament la condicio p(h, zy) = > (h1 - z)(h2 - y)
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Coaccions

(C, A, e) una k-coalgebra i V' un k-e.v.
Una coacci6 (a la dreta) de C sobre V' és una aplicacio lineal

b: V. =Vl
v = 0(v):=> v ® v (notaciod)

(es posa, per convenivg € V, ,vi,v2,: - € O)
tal que
(R1dc)d=Udyv @A)§:V =2 VRCRKC > vooR@vo1 ®vr =Y, v ®v11 ® V12
= > 1o QU1 ® V2
(Idv@&‘)(s:Idviv—)V Z’UQE(’U1):U€V.
| |
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Coacci 6 dual

V un k-e.v. dim finita

Algebra (A, m, u)
Accio: 0: ARV —V
a Qv
O(Ida ®0) =0(m ® Idy)
{ Q(U (%9 Idv) = Idy

accio (a I'esquerra)
0: C"'QV—> V
f@uve (Idv®f)(6(v))=
= > v f(va))

accio (a I'esquerra)
{h1,...,hn} basede A

0: AQV =V

—0a®v)=a-v

Coalgebra (C, A, ¢)
Coaccio: 0: V —=VxC
v = 0w) =D v
(0 ®1Idc)d = (Idv ® A)d
{ (Idv X 8)5 = Idy

coacciob (a la dreta)

0:V =Vl

coaccio dual (a la dreta)
{f1,..., fn} éslabase de A} dual
y: V. VA"

v = 0w) =D (he V) ® fi =

= > =1 0(hi,v) ® fi.

Montserat Vela

Gener 2012

Extensions Hopf-Galois — 37



Proposici 0:

Siguin H una k-bialgebra i A una k-algebra.

Siguin @ : H ® A — A una acci6 de la bialgebra H sobre A
i 0: A— A® H™ laseva coaccio dual,

aleshores

0 és una acci6 de Hopf

~

d és un morfisme d’'algebres

6(1a) = 14 ® Lyg=, 5(ab) = 8(a)d(b)).

Montserat Vela
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Subespais invariants i coinvariants

el : H® A — A unaaccid de Hopf.
El subespai invariant de A sota I'acci6 de H és el subespai

A" :={a € AlO(h,a) =e(h) -a, Yhe H}.
Es una subalgebra

SiH =Ek[G], A(g) =g®gie(g) =1, Vg€ G, tenimque A*F =: AY elements fixos.
En particular, si K /k és una extensio de cossos i G actua per automorfismes de K, K¢ és el cos fix.

e Sigui 0 : A — A ® H una coaccio d’algebres, és a dir, una coaccit d'una bialgebra H sobre un
algebra A que és morfisme d’algebres.
La sub algebra coinvariant de A sota d és

A" . ={aec A|d(a) =a®1x}.

1
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Extensions, algebres de Hopf i accions

k cos, K /k extensio de cossos finita, L / K extensio de cossos finita.
e Si (H,m,u, A, ¢) ésunalg. de Hopf /k amb antipoda S, = K ®; H és un alge. de Hopf / K:
Producte usual d’extensions: (a @ h)(b ® h') = ab ® hh'.

Arx: KQr H —)(K@kH)(X)K(K@k;H)
a® h — > (a®h1) ® (1 h2)

ek K@ H — K - Sk: K®xH —-KQ®H
a®h — ae(h) a®h —a® S(h)

e Si tenim una accio 1’ : H ® K — K, tenim l'accio sobre L

(LOH)x (LOK) — LK
(a®@h)Q@(bBRt) — ab® ht

o, equivalentment, si i : H — End(K), tenim

pr: L®H — End(L® K)
a®h —pur(a®h)(b®t)=abu(h)(t).

| |
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L'aplicaci 6 canonica associada a una coacci 0

A k-algebra i B subalgebra de A.
Sigui J l'ideal de A ® A associat a B,

J=<ab®ad —a®ba’ a,a € A,be B> .
Posem A®Rp A := (A® A)/Jinotema Qg a’ laclasse de a ® a’.
Definici 0:
Sigui d : A — A ® H una coacci6 d’'una bialgebra H sobre un algebra A.
Posem B = A“°* | |a subalgebra coinvariant.

L'aplicaci 6 can onica associada a 0 és I'aplicacio k-lineal

B: A®pA — ARQH
c®pa +— > car®ar = (c® Idg)d(a),

és a dir,
B = (ma®Idn)(Ids ® 6).

Esta ben definida.

| |
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L'aplicaci 6 canonica en termes d’acci 0

Observacio: Si U, V' son k-e.v. de dim. finita hi ha una correspondéncia lineal natural que es pot
explicitar

{apl. lineals U @ U - U ®V*} —{apl.lineasU ®V — U* ®@U ~End(U)}
g —p

A més, sidimU = dimy V', aquesta correspondéncia preserva les aplicacions bijectives.

H una bialgebra i A un algebra totes dues de dimensio finita.
0: H® A — A unaaccid de Hopf , d: A— A® H™ laseva coaccio dual,
i suposem que A = k.

Si I'aplicaci6 canonica 8 : A ® A — A ® H™ corresponent a d és una bijeccio, aleshores tenim la
bijeccio corresponent

B¥ A®H — End(A)
c®h— B (c®h): A— A
a—c(0(h®h))=c(h-a).

| |
1 1
Montserat Vela Gener 2012 Extensions Hopf-Galois — 43



L'aplicaci 6 canonica en la Teoria d’extensions de cossos

K /k una extensid de cossos finita. G ~ Auty(K) = {0 : K — K|o|, = Idy} = {o4|lg € G}.
. Algebra i Acci 6:
k|G] amb l'estructura de Hopf k[G] = {h = Zag cgtamb A(g) = g®g,e(g) = 1.

gelG
{04, g € G} una base del k-e.v. k[G]
Del grup GG en el conjunt K extesa per linealitat
Ox K — K 0 : EGlx K — K
(0,2) > ola). (D _ag-g:m) = ) ag-0g(2).
geG geqG

Es una acci6 de Hopf ja que
0(g,zy) = og4(vy) = 04(x)04(y) = 0(g,2)0(g,y)-

- Coacci 6 dual .

Lalgebra dual k[G]* = O(G) = k¢ = {f : G — k, funcions}.
Base dual {e4, g € G'} que és base de O(G).

La coaccio dual és:

| |
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L'aplicaci 6 canonica en la Teoria d’extensions de cossos

- Coacci 6 dual .
Lalgebra dual k[G]* = O(G) = k“ = {f : G — k, funcions}. Base dual {e,, g € G}.
Coacciodual: ¢6: K —->K® O(G)
r Zag X eq.
gelG
- La subalgebra coinvariant és K°°(%) = K& el cos fix sota I'accio de G-

z e K9 o 5(z)= x@lo(g)(:)zgg ®69—2x®eg<:>ag( )=x,Vg€ Gere K,
geG geG

jaque lpg) = Z eqiels {eg} son L.l
geaG
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L'aplicaci 6 canonica en la Teoria d’extensions de cossos

- Coacci 6 dual .
Lalgebra dual k[G]* = O(G) = k% = {f : G — k,funcions}. Base dual {e,, g € G}.
Coacciobdual: ¢: K — K®O(G)
r Zag(x) ® eg.
gelG
- La subalgebra coinvariant és K°°(%) = K& el cos fix sota I'accio de G-
En particular, si K /k és Galois i G = Gal(K /k), K°°°(¢) = K¢ = L.
- Laplicacié canonica: Posem FE = K¢,

B: KK — K®O(G)
a®rb —> Zaag(b) ® eg.

geG

- K ®g K dues copies de K com a E-e.v.
dimy(K ®p K) = [K : E*|E : k] = [K : k][K : E].
. K®0(G)
dim (K @ O(Q)) = [K : k] dmi(O(Q)) = [K : k|G| = [K : K][K : E],
perqué, pel Teorema d'Artin |G| = [K : K] = [K : E].
Per tant, I'aplicaci6 canonica (3 és una aplicacio lineal entre dos espais de la mateixa dimensio.

Pel Teorema d’independencia de caracters (injectivitat), aquesta aplicacidé canonica és bijectiva .
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L'aplicaci 6 canonica en la Teoria d’extensions de cossos

Posem E = K©. Laplicacio canonica 8 : K @ K — K ® O(G) és bijectiva.
e Si K/k és Galois, ' = ki tenim la bijecci6 K ®i K < K ® O(G).
e Si K/knoésGalois, E = K # ki[K® : k] > 1. En aquest cas

dimy (K @k K) = [K : k]?

dimi (K © O(G)) = [K + k[K : E| } = dimp (K @k K) > dimg (K ® O(G)).

Per tant, la dimensio dimg (K ® O(G)) és "petita”, és a dir, GG és petit, tenim "pocs”automorfismes.

Corol ‘lari:
Lextensio K /k és de Galois < laplicacio 5: K @ K — K ® O(G) és bijectiva.
En aquest cas tenim 'aplicacio bijectiva

B K ® k[G] — End(K)
c®h— B (c®h): A— A que és 8% = (1,0)
a— c(@0(h®h))=c(h-a)

en funcid de l'accio 0.
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Extensi 6 de Hopf-Galois. Definici 6

Sigui K /k una extensio finita de cossos.

Diem que K /k és una extensio de Hopf-Galois si existeixen:

e un algebra de Hopf H sobre k de dimensio finita i

e una acci6 de Hopf sobre K, p: H — End(K), és a dir, tal que

p(h)(zy) = > (hyz)(h2)y) VheH
p(h)(1x) =¢e(h) - 1 Va,y € K.

tal que I'aplicacio (1, ) : K ®; H — End(K) és un isomorfisme.

En aquest cas, diem que K /k és una extensio Hopf-Galois mitjangant H 6 una extensio H-Galois.
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Extensi 6 de Hopf-Galois. Definici 6 equivalent

Equivalentment:

K /K és una extensio de Hopf-Galois si existeixen:
e un algebra de Hopf H|;, de dimensio finita que té per dual H™ i

e una coaccio 1"’ : K — K ® H* que és un morfisme d'algebres,

de manera que l'aplicacié canonica associada a ,u”

(multg @ Idg)(ldx @ p'"): K@K —KQH*
(z,y) — 22y @y = (z®@Id)p"(y)

sigui un isomorfisme.
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